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! For an efficient use of these tables, first read HowTo.pdf.

T3.56A. Integrands involving exponentials, logarithm functions and powers of (a + b x) on the
interval (0,∞).

1.

∫ ∞

0

xν−1e−µx ln xdx =
1
µν

Γ(ν)[ψ(ν) − ln µ], �{µ} > 0, �{ν} > 0.

2.

∫ ∞

0

xne−µx ln xdx =
n!

µn+1

[
1 +

1
2

+
1
3

+ · · · + 1
n
− γe − ln µ

]
, �{µ} > 0.

3.

∫ ∞

0

xn−1/2e−µx ln xdx =
√

π
(2n − 1)!!
2nµn+1/2

[
2

(
1 +

1
3

+
1
5

+ · · · + 1
2n − 1

)
− γe − ln 4µ

]
,

�{µ} > 0.

4.

∫ ∞

0

xµ−1e−x ln xdx = Γ′(µ), �{µ} > 0.

5.

∫ ∞

0

(x − ν)xν−1e−x ln xdx = Γ(ν), �{ν} > 0.

6.

∫ ∞

0

(
µx − n − 1

2

)
xn−1/2e−µx ln xdx =

(2n − 1)!!
(2µ)n

√
π

µ
, �{µ} > 0.

7.

∫ ∞

0

xν−1 ln x

ex + 1
dx =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Γ(ν)
∞∑

k=1

(−1)k−1

kν
[ψ(ν) − ln k], �{ν} > 0,

−1
2
(ln 2)2, ν = 1.

8.

∫ ∞

0

xν−1 ln x

(ex + 1)2
dx = Γ(ν)

∞∑
k=2

(−1)k(k − 1)
kν

[ψ(ν) − ln k], �{ν} > 0.
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9.

∫ ∞

0

(x − ν)ex − ν

(ex + 1)2
xν−1 ln xdx = Γ(ν)

∞∑
k=1

(−1)k−1

kν
, �{ν} > 0.

10.

∫ ∞

0

(x − 2n)ex − 2n

(ex + 1)2
x2n−1 ln xdx =

22n−1 − 1
2n

π2n|B2n|, n = 1, 2, . . . .

11.

∫ ∞

0

xν−1 ln x

(ex + 1)n
dx = (−1)n Γ(ν)

(n − 1)!

∞∑
k=n

(−1)k(k − 1)!
(k − n)!kν

[ψ(ν) − ln k], �{ν} > 0.

12.

∫ ∞

0

x2e−µx2
ln xdx =

√
π (2 − ln 4µ − γe)

µ3/2
, �{µ} > 0.

13.

∫ ∞

0

x(µx2 − νx − 1)e−µx2+2νx ln xdx =
1
4µ

+
ν

4µ

√
π

µ
exp

(
ν2

µ

) [
1 + erf

(
ν√
µ

)]
,

�{µ} > 0.

14.

∫ ∞

0

(µx2 − n)x2n−1e−µx2
ln xdx =

(n − 1)!
4µn

, �{µ} > 0.

15.

∫ ∞

0

(2µx2 − 2n − 1)x2ne−µx2
ln xdx =

(2n − 1)!!
2(2µ)n

√
π

µ
, �{µ} > 0.

16.

∫ ∞

0

exp
[
−µ

(x

a
+

a

x

)]
ln x

dx

x
= 2 ln a K0(2µ), a > 0, �{µ} > 0.

17.

∫ ∞

0

exp
(
−ax − b

x

)
ln x · [2ax2 − (2n + 1)x − 2b

]
xn−1/2 dx

= 2
(

b

a

)n/2 √
π

a
e−2

√
ab

∞∑
k=0

(n + k)!
(n − k)!(2k)!!(2

√
ab)k

, a > 0, b > 0.

18.

∫ ∞

0

exp
(
−ax − b

x

)
ln x · [2ax2 + (2n − 1)x − 2b

] dx

xn+3/2

= 2
(a

b

)n/2
√

π

a
e−2

√
ab

∞∑
k=0

(n + k − 1)!
(n − k − 1)! (2k)!! (2

√
ab )k

, a > 0, b > 0.

19.

∫ ∞

0

exp
(
−ax − b

x

)
ln x

ax2 − b

x2
dx = 2K0(2

√
ab), a > 0, b > 0.
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20.

∫ ∞

0

exp
(
−ax − b

x

)
ln x

2ax2 − x − 2b

x
√

x
dx = 2

√
π

a
e−2

√
ab. a > 0, b > 0.

21.

∫ ∞

0

exp
(
−ax − b

x

)
ln x

2ax2 − 3x − 2b√
x

dx =
1 + 2

√
ab

a

√
π

a
e−2

√
ab, a > 0, b > 0.

22.

∫ ∞

0

exp
(
−ax − b

x

)
ln x

(
a − b

x2

)
dx = K0(2

√
ab), a > 0, b > 0.

23.

∫ ∞

0

exp
(
−ax − b

x

)
ln x

[
2ax2 − (2n + 1)x − 2b

]
xn−3/2 dx

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

4(b/a)(2n+1)/4Kn+1/2(2
√

ab),
or

= 2(b/a)n/2

√
π

a
e−2

√
ab

n∑
k=0

(n + k)!
(n − k)! (2k)!! (2

√
ab)k

, n = 0, 1, . . . , ; a > 0, b > 0.

24.

∫ ∞

0

exp
(
−ax − b

x

)
ln

[
(ax2 − b) cos(α ln x) + αx sin(α ln x)

] dx

x2

= 2 cos(α ln
√

b/a)Ki α(2
√

ab), a > 0, b > 0, −∞ < α < ∞.

25.

∫ ∞

0

exp
(
−ax − b

x

)
ln x

[
(ax2 − b) sin(α ln x) − αx cos(α ln x)

] dx

x2

= 2 sin(α ln
√

b/a)Ki α(2
√

ab), a > 0, b > 0, −∞ < α < ∞.

26.

∫ ∞

0

xα ln x

[
a − α

x
− b

x2

]
exp

(
−ax − b

x

)
dx = 2

(
b

a

)α/2

Kα(2
√

ab),

a > 0, b > 0, −∞ < α < ∞.

27.

∫ ∞

0

exp
(
−1 + x4

2ax2

)
ln x

1 + ax2 − x4

x2
dx = −

√
2a3π

2 a
√

e
, a > 0.

28.

∫ ∞

0

exp
(
−1 + x4

2ax2

)
ln x

x4 + ax2 − 1
x4

dx =

√
2a3π

2 a
√

e
, a > 0.

29.

∫ ∞

0

exp
(
−1 + x4

2ax2

)
ln x

x4 + 3ax − 1
x6

dx =
(1 + a)

√
2a3π

2 a
√

e
, a > 0.
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30.

∫ ∞

0

xν−1e−µx(ln x)2 dx =
Γ(ν)
µν

{[ψ(ν) − ln µ]2 + ζ(2, ν)}, �{µ} > 0, �{ν} > 0.

31.

∫ ∞

0

xν−1e−µx(ln x)3 dx =
Γ(ν)
µν

{[ψ(ν) − ln µ]3 + 3 ζ(2, ν)[ψ(ν) − ln µ] − 2 ζ(3, ν)},

�{µ} > 0, �{ν} > 0.

32.

∫ ∞

0

xν−1e−µx(ln x)4 dx =
Γ(ν)
µν

{[ψ(ν) − ln µ]4 + 6 ζ(2, ν)[ψ(ν) − ln µ]2

−8 ζ(3, ν)[ψ(ν) − ln µ] + 3[ζ(2, ν)]2 + 6 ζ(4, ν)}, �{µ} > 0, �{ν} > 0.

33.

∫ ∞

0

xν−1e−µx(ln x)n dx =
∂n

∂νn
{µ−νΓ(ν)}, n = 0, 1, 2, . . . .

34.

∫ ∞

0

e−µx xp−1 − xq−1

ln x
dx =

1
µ

[λ(µ, p − 1) − λ(µ, q − 1)], �{µ} > 0, p > 0, q > 0.

35.

∫ ∞

0

(x + 1)e−µx

π2 + (ln x)2
dx = ν′(µ) − ν′′(µ), �{µ} > 0.

36.

∫ ∞

0

e−µx dx

x[π2 + (ln x)2]
= eµ − ν(µ), �{µ} > 0.

37.

∫ ∞

0

e−µx ln (a + x)
µ(x + a) ln (x + a) − 2

x + a
dx

=
1
4

∫ ∞

0

e−µx ln (a − x)2
µ(x − a) ln (x − a)2 − 4

x − a
dx = (ln a)2, �{µ} > 0, a > 0.

38.

∫ ∞

0

e−µx ln [(x + a)(x + b)]
dx

x + a + b
= e(a+b)µ{Ei(−aµ)Ei(−bµ) − ln (ab)Ei[−(a + b)µ]},

a > 0, b > 0, �{µ} > 0.

39.

∫ ∞

0

e−µx ln (x + a + b)
(

1
x + a

+
1

x + b

)
dx

= (1 + ln a ln b) ln (a + b) + e−(a+b)µ{Ei(−αµ)Ei(−bµ)

+(1 − ln (ab)) Ei[−(a + b)µ]}, a > 0, b > 0, �{µ} > 0.

40.

∫ ∞

0

[
e−x − x

(1 + x)p+1 ln (1 + x)

]
dx

x
= ln p, p > 0.
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41.

∫ ∞

0

e−µx ln
(

1 +
x2

a2

)
dx

x
= [Ci(aµ)]2 + [Si(aµ)]2, �{µ} > 0.

42.

∫ ∞

0

e−µx ln
∣∣∣∣1 − x2

a2

∣∣∣∣ dx

x
= Ei(aµ) Ei(−aµ), �{µ} > 0.

43.

∫ ∞

0

xe−µx2
ln

∣∣∣∣1 + x2

1 − x2

∣∣∣∣ dx =
1
µ

[coshµ sinh i(µ) − sinh µ cosh i(µ)], �{µ} > 0. 4.367

44.

∫ ∞

0

xe−µx2
ln

x +
√

x2 + 2β√
2β

dx =
eβµ

4µ
K0(βµ), | argβ| < π, �{µ} > 0.

45.

∫ ∞

0

xν−1e−µx[ψ(ν) − ln x] dx =
Γ(ν) ln µ

µν
, �{ν} > 0.

46.

∫ ∞

0

xne−µx

{[
ln x − 1

2
ψ(n + 1)

]2

− 1
2
ψ′(n + 1)

}
dx

=
n!

µn+1

{[
ln µ − 1

2
ψ(n + 1)

]2

+
1
2
ψ′(n + 1)

}
, �{µ} > 0.


