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T3.35A. Integrands involving product and division of trigonometric functions by powers of
(a + b x) on the interval (0,∞).

1.

∫ ∞

0

xµ−1 sin(ax) dx =
Γ(µ)
aµ

sin
µπ

2
=

π sec µπ
2

2aµΓ(1 − µ)
, a > 0, 0 < |�{µ}| < 1.

2.

∫ ∞

0

xµ−1 cos(ax) dx =
Γ(µ)
aµ

cos
µπ

a
=

π csc µπ
2

2aµΓ(1 − µ)
, a > 0, 0 < �{µ} < 1.

3.

∫ ∞

0

xµ−1 sin(ax) sin(bx) dx =
1
2

cos
µπ

2
Γ(µ)

[|b − a|−µ − (b + a)−µ
]
,

a > 0, b > 0, a �= b, −2 < �{µ} < 1 for µ = 0.

4.

∫ ∞

0

xµ−1 sin(ax) cos(bx) dx =
1
2

sin
µπ

2
Γ(µ)

[
(a + b)−µ + |a − b|−µ sgn(a − b)

]
,

a > 0, b > 0, |�{µ}| < 1 for µ = 0.

5.

∫ ∞

0

xµ−1 cos(ax) cos(bx) dx =
1
2

cos
µπ

2
Γ(µ)

[
(a + b)−µ + |a − b|−µ

]
,

a > 0, b > 0, 0 < �{µ} < 1.

6.

∫ ∞

0

sin(ax) sin(bx) sin(cx)
xν

dx =
1
4

cos
νπ

2
Γ(1 − ν)

[
(c + a − b)ν−1 − (c + a + b)ν−1

−|c − a + b|ν−1 sgn(a − b − c) + |c − a − b|ν−1 sgn(a + b − c)
]
,

c > 0, 0 < �{ν} < 4, ν �= 1, 2, 3, a ≥ b > 0.

7.

∫ ∞

0

sin(ax) sin(bx) sin(cx)
x

dx =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, c < a − b and c > a + b,
π

8
, c = a − b and c = a + b,

π

4
, a − b < c < a + b,

a ≥ b > 0, c > 0.
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8.

∫ ∞

0

sin(ax) sin(bx) sin(cx)
x2

dx

=
1
4
(c + a + b) ln(c + a + b) − 1

4
(c + a − b) ln(c + a − b) − 1

4
|c − a − b| ln |c − a − b|

× sgn(a + b − c) +
1
4
|c − a + b| ln |c − a + b| sgn(a − b − c), a ≥ b > 0, c > 0.

9.

∫ ∞

0

sin(ax) sin(bx) sin(cx)
x3

dx

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

πbc

2
, 0 < c < a − b and c > a + b,

πbc

2
− π(a − b − c)2

8
, a − b < c < a + b,

a ≥ b > 0, c > 0.

10.

∫ ∞

0

xp sin(ax + b) dx =
1

ap+1
Γ(1 + p) cos

(
b +

pπ

2

)
, a > 0, −1 < p < 0.

11.

∫ ∞

0

xp cos(ax + b) dx = − 1
ap+1

Γ(1 + p) sin
(
b +

πp

2

)
, a > 0, −1 < p < 0.

12.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

xν(x + b)

=
i Γ(1 − ν)

2bν

[
e−i abΓ(ν, −i ab)− ei abΓ(ν, i ab)

]
, a > 0, −1 < �{ν} < 2, | arg{b}| < π.

13.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

xν(x + b)

=
Γ(1 − ν)

2bν

[
ei abΓ(ν, i ab) + e−i abΓ(ν, −i ab)

]
, a > 0, |�{ν}| < 1, | arg{b}| < π.

14.

∫ ∞

0

xµ−1 sin(ax)
1 + x2

dx =
π

2
sec

µπ

2
sinh a

+
1
2

sin
µπ

2
Γ(µ)

{
exp[−a+iπ(1−µ)]γ(1−µ, −a)−eaγ(1−µ, a)

}
, a > 0, −1 < �{µ} < 3.

15.

∫ ∞

0

xµ−1 cos(ax)
1 + x2

dx =
π

2
csc

µπ

2
cosha

+
1
2

cos
µπ

2
Γ(µ)

{
exp[−a+iπ(1−µ)]γ(1−µ, −a)−eaγ(1−µ, a)

}
, a > 0, 0 < �{µ} < 3.
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16.

∫ ∞

0

x2µ+1 sin(ax) dx

x2 + b2
= −π

2
b2µ sec(µπ) sinh(ab)

+
sin(µπ)
2a2µ

Γ(2µ) [1F1(1; 1 − 2µ; ab) + 1F1(1; 1 − 2µ; −ab)] , a > 0, −3
2

< �{µ} < 1
2 .

17.

∫ ∞

0

x2µ+1 cos(ax) dx

x2 + b2
= −π

2
b2(µ+ 1

2 ) csc[(µ +
1
2
)π] cosh(ab)

+
cos[(µ + 1

2 )π]

2a2(µ+ 1
2 )

Γ [2(µ + 1/2)]
[
1F1(1; 1 − 2(µ +

1
2
); ab) + 1F1(1; 1 − 2(µ +

1
2
); −ab)

]
,

a > 0, −1 < �{µ} < 1
2 .

18.

∫ ∞

0

xβ−1 sin
(
ax − βπ

2

)
γ2 + x2

dx = −π

2
γβ−2e−aγ , a > 0, �{γ} > 0, 0 < �{β} < 2.

19.

∫ ∞

0

xβ cos
(
ax − βπ

2

)
γ2 + x2

dx =
π

2
γβ−1e−aγ , a > 0, �{γ} > 0, |�{β}| < 1.

20.

∫ ∞

0

xβ−1 sin
(
ax − βπ

2

)
x2 − b2

dx =
π

2
bβ−2 cos

(
ab − πβ

2

)
, a > 0, b > 0, 0 < �{β} < 2.

21.

∫ ∞

0

xβ cos
(
ax − βπ

2

)
x2 − b2

dx = −π

2
bβ−1 sin

(
ab − πβ

2

)
, a > 0, b > 0, |β| < 1.

22.

∫ ∞

0

[
(β + ix)−ν − (β − ix)−ν

]
sin(ax) dx = −πi aν−1e−aβ

Γ(ν)
, a > 0, �{β} > 0, �{ν} > 0.

23.

∫ ∞

0

[
(β + ix)−ν + (β − ix)−ν

]
cos(ax) dx =

πaν−1e−aβ

Γ(ν)
, a > 0, �{β} > 0, �{ν} > 0.

24.

∫ ∞

0

x
[
(β + ix)−ν + (β − ix)−ν

]
sin(ax) dx = −πaν−2(ν − 1 − aβ)

Γ(ν)
e−aβ ,

a > 0, �{β} > 0, �{ν} > 0.

25.

∫ ∞

0

x2n
[
(β − ix)−ν − (β + ix)−ν

]
sin(ax) dx =

i (−1)n

Γ(ν)
(2n)! πaν−2n−1 e−aβ Lν−2n−1

2n (aβ),

a > 0, �{β} > 0, 0 ≤ 2n < �{ν}.
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26.

∫ ∞

0

x2n
[
(β + ix)−ν + (β − ix)−ν

]
cos(ax) dx =

(−1)n

Γ(ν)
(2n)!πaν−2n−1 e−aβ Lν−2n−1

2n (aβ),

a > 0, �{β} > 0, 0 ≤ 2n < �{ν}.

27.

∫ ∞

0

x2n+1
[
(β + ix)−ν + (β − ix)−ν

]
sin(ax) dx =

(−1)n+1

Γ(ν)
(2n+1)! πaν−2n−2 e−aβ Lν−2n−2

2n+1 (aβ),

a > 0, �{β} > 0, −1 ≤ 2n + 1 < �{ν}.

28.

∫ ∞

0

x2n+1
[
(β + ix)−ν − (β − ix)−ν

]
cos(ax) dx =

(−1)n+1

Γ(ν)
(2n+1)! πaν−2n−2 e−aβ Lν−2n−2

2n+1 (aβ),

a > 0, �{β} > 0, 0 ≤ 2n < �{ν} − 1.

29.

∫ ∞

0

(β2 + x2)ν−1/2 sin(ax) dx =
√

π

2

(
2β

a

)ν

Γ
(

ν +
1
2

)
[I−ν(aβ) − Lν(aβ)] ,

a > 0, �{β} > 0, �{ν} < 1
2 , ν �= − 1

2 ,− 3
2 ,− 5

2 , . . . .

30.

∫ ∞

0

(β2 + x2)ν−1/2 cos(ax) dx =
1√
π

(
2β

a

)ν

cos(πν)Γ
(

ν +
1
2

)
K−ν(aβ),

a > 0, �{β} > 0, �{ν} < 1
2 .

31.

∫ ∞

0

x(x2 + β2)ν−1/2 sin(ax) dx =
1√
π

β

(
2β

a

)ν

cos νπΓ
(

ν +
1
2

)
Kν+1(aβ)

=
√

π β

(
2β

a

)ν 1
Γ
(

1
2 − ν

) Kν+1(aβ), a > 0, �{β} > 0, �{ν} < 0, ν �= − 1
2 ,− 3

2 , . . . .

32.

∫ ∞

0

(x2+2bx)ν−1/2 sin(ax) dx =
√

π

2

(
2b

a

)ν

Γ
(

ν +
1
2

)
[J−ν(ab) cos(ab) + Y−ν(ab) sin(ab)] ,

a > 0, | arg b| < π, − 3
2 < �{ν} < 1

2 .

33.

∫ ∞

0

(x2+2bx)ν−1/2 cos(ax) dx = −
√

π

2

(
2b

a

)ν

Γ
(

ν +
1
2

)
[Y−ν(ab) cos(ab) − J−ν(ab) sin(ab)] ,

a > 0, |�{ν}| < 1
2 .
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34.

∫ ∞

0

x2ν

(x2 + β2)µ+1
sin (ax) dx

=
1
2
β2ν−2µa B(1 + ν, µ − ν)1 1F2

(
ν + 1; ν + 1 − µ;

3
2
;

β2a2

4

)

+
√

πa2u−2ν+1

4µ−ν+1

Γ(ν − µ)
Γ
(
µ − ν + 3

2

) 1 F2

(
µ + 1; µ − ν +

3
2
, µ − ν + 1;

β2a2

4

)

=
√

π

2Γ(µ + 1)
β2ν−2µ−1G21

13

(
a2β2

4

∣∣∣∣
−ν+1/2

µ−ν+1/2, 1/2, 0

)
,

a > 0, �{β} > 0, −1 < �{ν} < �{µ} + 1.

35.

∫ ∞

0

x2m+1 sin(ax)
(z + x2)n+1

dx =
(−1)n+m

n!
· π

2
dn

dzn
(zme−a

√
z), a > 0, 0 ≤ m ≤ n, | arg z| < π.

36.

∫ ∞

0

x2m+1 sin(ax) dx

(β2 + x2)n+ 1
2

=
(−1)m+1√π

2nβnΓ
(
n + 1

2

) d2m+1

da2m+1
[anKn(aβ)] ,

a > 0, �{β} > 0, −1 ≤ m ≤ n.

37.

∫ ∞

0

x2ν cos(ax) dx

(x2 + β2)µ+1
=

1
2
β2ν−2µ−1 B

(
ν +

1
2
, µ − ν +

1
2

)
1F2

(
ν +

1
2
; ν − µ +

1
2
,

1
2
;

β2a2

4

)

+
√

πa2µ−2ν+1

4µ−ν+1

Γ
(
ν − µ − 1

2

)
Γ(µ − ν + 1) 1F2

(
µ + 1; µ − ν + 1, µ − ν +

3
2
;

β2a2

4

)

=
√

π

2Γ(µ + 1)
β2ν−2µ−1G21

13

(
a2β2

4

∣∣∣∣
−ν+1/2

µ−ν+1/2, 0, 1/2

)

a > 0, �{β} > 0, − 1
2 < �{ν} < �{µ} + 1.

38.

∫ ∞

0

x2m cos(ax) dx

(z + x2)n+1
= (−1)m+n π

2 · n!
· dn

dzn
(zm−1/2e−a

√
z),

a > 0, n + 1 > m ≥ 0, | arg z| < π.

38.

∫ ∞

0

x2m cos(ax) dx

(β2 + x2)n+ 1
2

=
(−1)m

√
π

2nβnΓ
(
n + 1

2

) · d2m

da2m

{
anKn(aβ)

}
,

a > 0, �{β} > 0, 0 ≤ m ≤ n.

40.

∫ ∞

0

sin(ax) dx√
x2 + b2(x +

√
x2 + b2)ν

=
π

bν sin(νπ)

[
sin

νπ

2
Iν(ab) +

i

2
Jν(iab) − i

2
Jν(−iab)

]
,

a > 0, b > 0, �{ν} > −1.
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41.

∫ ∞

0

cos(ax) dx√
x2 + b2(x +

√
x2 + b2)ν

=
π

bν sin(νπ)

[
1
2
Jν(iab) +

1
2
Jν(−iab)− cos

νπ

2
Iν(ab)

]
,

a > 0, b > 0, �{ν} > −1.

42.

∫ ∞

0

(x +
√

x2 + β2)ν√
x(x2 + β2)

sin(ax) dx =
√

aπ

2
βνI1/4−ν/2

(
aβ

2

)
K1/4+ν/2

(
aβ

2

)
,

a > 0, �{β} > 0, �{ν} < 3
2 .

43.

∫ ∞

0

(
√

x2 + β2 − x)ν√
x(x2 + β2)

cos(ax) dx =
√

aπ

2
βνI−1/4+ν/2

(
aβ

2

)
K−1/4−ν/2

(
aβ

2

)
,

a > 0, �{β} > 0; �{ ν} > − 3
2 .

44.

∫ ∞

0

(β +
√

x2 + β2)ν

xν+ 1
2

√
x2 + β2

sin(ax) dx =
1
β

√
2
a
Γ
(

3
4
− ν

2

)
Wν/2, 1/4(aβ)M−ν/2, 1/4(aβ),

a > 0, �{β} > 0, �{ν} < 3
2 .

45.

∫ ∞

0

(β +
√

x2 + β2)ν

xν+ 1
2

√
β2 + x2

cos(ax) dx =
1

β
√

2a
Γ
(

1
4
− ν

2

)
Wν/2,−1/4(aβ)M−ν/2,−1/4(aβ),

a > 0, �{β} > 0, �{ν} < 1
2 .

46.

∫ ∞

0

(
√

x2 + β2 + x)ν − (
√

x2 + β2 − x)ν√
x2 + β2

sin(ax) dx = 2βν sin
νπ

2
Kν(aβ),

a > 0, �{β} > 0, |�{ν}| < 1.

47.

∫ ∞

0

(
√

x2 + β2 + x)ν + (
√

x2 + β2 − x)ν√
x2 + β2

cos(ax) dx = 2βν cos
νπ

2
Kν(aβ),

a > 0, �{β} > 0, |�{ν}| < 1.

48.

∫ ∞

0

(x + β +
√

x2 + 2βx)ν + (x + β −
√

x2 + 2βx)ν√
x2 + 2βx

sin(ax) dx

= πβν
[
Yν(βa) sin

(
βa − νπ

2

)
+ Jν (βa) cos

(
βa − νπ

2

)]
,

a > 0, | argβ| < π, |�{ν}| < 1.
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49.

∫ ∞

0

(x + β +
√

x2 + 2βx)ν + (x + β −
√

x2 + 2βx)ν√
x2 + 2βx

cos(ax) dx

= πβν
[
Jν(βa) sin

(
βa − νπ

2

)
− Yν (βa) cos

(
βa − νπ

2

)]
,

a > 0, | argβ| < π, |�{ν}| < 1.

50.

∫ ∞

0

a2(b + x)2 + p(p + 1)
(b + x)p+2

sin(ax) dx =
a

bp
, a > 0, b > 0, p > 0.

51.

∫ ∞

0

a2(b + x)2 + p(p + 1)
(b + x)p+2

cos(ax) dx =
p

bp+1
, a > 0, b > 0, p > 0.


