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T3.27A. Integrands involving exponentials and rational functions of powers of (a + b x) on the
interval (0,∞).

1.

∫ ∞

0

xν−1 dx

eµx − 1
=

1
µν

Γ(ν) ζ(ν), �{µ} > 0, �{ν} > 1.

2.

∫ ∞

0

x2n−1 dx

epx − 1
= (−1)n−1

(
2π

p

)2n
B2n

4n
, n = 1, 2, . . . .

3.

∫ ∞

0

xν−1 dx

eµx + 1
=

1
µν

(1 − 21−ν)Γ(ν)ζ(ν), �{µ} > 0, �{ν} > 0.

4.

∫ ∞

0

x2n−1 dx

epx + 1
= (1 − 21−2n)

(
2π

p

)2n |B2n|
4n

, n = 1, 2, . . . .

5.

∫ ∞

0

xν−1e−µx

1 − βe−x
dx = Γ(ν)

∞∑
n=0

(µ + n)−νβn = Γ(ν)Φ(β, ν, µ),

�{µ} > 0 and either |β| ≤ 1, β �= 1, �{ν} > 0; or β = 1, �{ν} > 1.

6.

∫ ∞

0

xν−1e−µx

1 − e−βx
dx =

1
βν

Γ(ν)ζ
(

ν,
µ

β

)
, �{µ} > 0, �{ν} > 1.

7.

∫ ∞

0

xn−1e−px

1 + ex
dx = (n − 1)!

∞∑
k=1

(−1)k−1

(p + k)n
= (n − 1)!Φ(−1, n, p + 1), p > −1; n = 1, 2, . . . .

8.

∫ ∞

0

xe−x dx

ex − 1
=

π2

6
− 1.

9.

∫ ∞

0

xe−2x dx

e−x + 1
= 1 − π2

12
.
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10.

∫ ∞

0

xe−3x

e−x + 1
dx =

π2

12
− 3

4
.

11.

∫ ∞

0

xe−2nx

1 + ex
dx = −π2

12
+

2n−1∑
k=1

(−1)k−1

k2
.

12.

∫ ∞

0

xe−(2n−1)x

1 + ex
dx =

π2

12
+

2n∑
k=1

(−1)k

k2
.

13.

∫ ∞

0

x2e−nx

1 − e−x
dx = 2

∞∑
k=n

1
k3

= 2

(
ζ(3) −

n−1∑
k=1

1
k3

)
, n = 1, 2, . . . .

14.

∫ ∞

0

x2e−nx

1 + e−x
dx = 2

∞∑
k=n

(−1)n+k

k3
= (−1)n+1

(
3
2
ζ(3) + 2

n−1∑
k=1

(−1)k

k3

)
, n = 1, 2, . . . .

15.

∫ ∞

0

x3e−nx

1 − e−x
dx =

π4

15
− 6

n−1∑
k=1

1
k4

.

16.

∫ ∞

0

x3e−nx

1 + e−x
dx = 6

∞∑
k=n

(−1)n+k

k4
= (−1)n+1

(
7

120
π4 − 6

n−1∑
k=1

(−1)k

k4

)
.

17.

∫ ∞

0

e−px(e−x − 1)n dx

x
= −

n∑
k=0

(−1)k
(n

k

)
ln (p + n − k).

18.

∫ ∞

0

e−px(e−x − 1)n dx

x2
=

n∑
k=0

(−1)k
(n

k

)
(p + n − k) ln (p + n − k).

19.

∫ ∞

0

xn−1 1 − e−mx

1 − ex
dx = (n − 1)!

m∑
k=1

1
kn

.

20.

∫ ∞

0

xp−1

erx − q
dx =

1
qrp

Γ(p)
∞∑

k=1

qk

kp
= Γ(p) r−pΦ(q, p, 1), p > 0, r > 0, −1 < q < 1.

21.

∫ ∞

0

x
1 + e−x

ex − 1
dx =

π2

3
− 1.
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22.

∫ ∞

0

x
1 − e−x

1 + e−3x
e−x dx =

2π2

27
.

23.

∫ ∞

0

1 − e−µx

1 + ex

dx

x
= ln

[
Γ
(

µ
2 + 1

)
Γ
(

µ+1
2

) √
π

]
, �{µ} > −1.

24.

∫ ∞

0

e−νx − e−µx

e−x + 1
dx

x
= ln

Γ
(

ν
2

)
Γ
(

µ+1
2

)
Γ
(

µ
2

)
Γ
(

ν+1
2

) , �{µ} > 0, �{ν} > 0.

25.

∫ ∞

0

e−qx + e(q−p)x

1 − e−px
xdx =

(
π

p
csc

qπ

p

)2

, 0 < q < p.

26.

∫ ∞

0

e−px − e(p−q)x

e−qx + 1
dx

x
= ln cot

pπ

2q
, 0 < p < q.

27.

∫ ∞

0

{
a + be−px

cepx + g + he−px
− a + be−qx

ceqx + g + he−qx

}
dx

x
=

a + b

c + g + h
ln

p

q
, p > 0, q > 0.

28.

∫ ∞

0

(
1 − 3−βx

)
(1 − e−γx) eµx

1 − e−x

dx

x
= ln

Γ(µ)Γ(β + γ + µ)
Γ(µ + β)Γ(µ + γ)

,

�{µ} > 0, �{µ} > −�{β}, �{µ} > −�{γ}, �{µ} > −�{β + γ}.

29.

∫ ∞

0

[
1 − e(q−p)x

]2
eqx − e(q−2p)x

dx

x
= ln csc

qπ

2p
, 0 < q < p.

30.

∫ ∞

0

e−px − e−qx

1 + e−x

1 + e−(2n+1)x

x
dx

= ln
{

q(q + 2)(q + 4) . . . (q + 2n)(p + 1)(p + 3) . . . (p + 2n − 1)
p(p + 2)(p + 4) . . . (p + 2n)(q + 1)(q + 3) . . . (q + 2n − 1)

}
,

�{p} > −2n, �{q} > −2n.

31.

∫ ∞

0

(1 − e−βx)(1 − e−γx)(1 − e−δx) e−µx

1 − e−x

dx

x

= ln
Γ(µ)Γ(µ + β + γ)Γ(µ + β + δ)Γ(µ + γ + δ)
Γ(µ + β)Γ(µ + γ)Γ(µ + δ)Γ(µ + β + γ + δ)

,

2�{µ} > |�{β}| + |�{γ}|+ |�{δ}|.
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32.

∫ ∞

0

xdx

(x2 + β2)(eµx − 1)
=

1
2

[
ln
(

βµ

2π

)
− π

βµ
− ψ

(
βµ

2π

)]
, �{β} > 0, �{µ} > 0.

33.

∫ ∞

0

xdx

(x2 + β2)2(e2πx − 1)
= − 1

8β3
− 1

4β2
+

1
4β

ψ′(β) ∼ 1
4β4

∞∑
k=0

|B2k+2|
β2k

, �{β} > 0,

(asymptotic expansion for �{β} > 0).

34.

∫ ∞

0

xdx

(x2 + β2)(eµx − 1)
=

1
2

[
ψ

(
βµ

2π
+

1
2

)
− ln

(
βµ

2π

)]
, �{β} > 0, �{µ} > 0.

35.

∫ ∞

0

xdx

(x2 + β2)2(e2πx + 1)
=

1
4β2

− 1
4β

ψ′
(

β +
1
2

)
, �{β} > 0, �{µ} > 0.

36.

∫ ∞

0

(1 + i x)2n − (1 − i x)2n

i

dx

e2πx − 1
=

1
2

2n − 1
2n + 1

, n = 1, 2, . . . .

37.

∫ ∞

0

(1 + ix)2n − (1 − i x)2n

i

dx

eπx + 1
=

1
2n + 1

, n = 1, 2, . . . .

38.

∫ ∞

0

(1 + i x)2n−1 − (1 − i x)2n−1

i

dx

eπx + 1
=

1
2n

[
1 − 22nB2n

]
, n = 1, 2, . . . .

39.

∫ ∞

0

xdx

ex + e−x − 1
=

1
3

[
ψ′
(

1
3

)
− 2

3
π2

]
.

40.

∫ ∞

0

xe−x dx

ex + e−x − 1
=

1
6

[
ψ′
(

1
3

)
− 5

6
π2

]
.

41.

∫ ∞

0

(e−νx − 1)n(e−ρx − 1)me−µx dx

x2
=

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

) m∑
j=0

(−1)j

(
m

j

)

×{(m− j)ρ + (n − k)ν + µ} ln [(m − j)ρ + (n − k)ν + µ],

�{ν} > 0, �{µ} > 0, �{ρ} > 0.
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42.

∫ ∞

0

(1 − e−νx)n(1 − e−ρx)e−x dx

x3
=

1
2

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
(ρ + kν + 1)2

× ln (ρ + kν + 1) +
1
2

n∑
k=1

(−1)k−1
(n

k

)
(kν + 1)2 ln (kν + 1),

n ≥ 2, �{ν} > 0, �{ρ} > 0.

43.

∫ ∞

0

(e−px − e−qx)(e−rx − e−sx) e−x dx

x
= ln

(p + s + 1)(q + r + 1)
(p + r + 1)(q + s + 1)

,

p + s > −1, p + r > −1, q > p.

44.

∫ ∞

0

(1 − e−px)(1 − e−qx)(1 − e−rx) e−x dx

x

= (p+q+1) ln (p+q+1)+(p+r+1) ln (p+r+1)+(q+r+1) ln (q+r+1)−(p+1) ln (p+1)

−(q + 1) ln (q + 1)− (r + 1) ln (r + 1)− (p + q + r) ln (p + q + r), p > 0, q > 0, r > 0.

45.

∫ ∞

0

xν−1

(ex − 1)2
dx = Γ(ν)[ζ(ν − 1) − ζ(ν)], �{ν} > 2.

46.

∫ ∞

0

xν−1e−µx

(ex − 1)2
dx = Γ(ν)[ζ(ν − 1, µ + 2) − (µ + 1)ζ(ν, µ + 2)], �{µ} > −2, �{ν} > 2.

47.

∫ ∞

0

xqe−px dx

(1 − ae−px)2
= Γ(p + 1)p−q−1Φ(a, q, 1), −1 ≤ a < 1, q > −1, p > 0.

48.

∫ ∞

0

xν−1e−µx

(1 − βe−x)2
dx = Γ(ν)[Φ(β, ν − 1, µ) − (µ − 1)Φ(β, ν, µ)],

�{ν} > 0, �{µ} > 0, | arg(1 − β)| < π.

49.

∫ ∞

0

(1 + a)ex − a

(1 − ex)2
e−axxn dx = n! ζ(n, a), a > −1, n = 1, 2, . . . .

50.

∫ ∞

0

(1 + a)ex + a

(1 + ex)2
e−axxn dx = n!

∞∑
k=1

(−1)k

(a + k)n
= n! Φ(−1, n, a + 1), a > −1, n = 1, 2, . . . .

51.

∫ ∞

0

ex − e−x + 2
(ex − 1)2

x2 dx =
2
3
π2 − 2.
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52.

∫ ∞

0

(
e−x

x
+

e−µx

e−x − 1

)
dx = ψ(µ), �{µ} > 0.

53.

∫ ∞

0

(
1

1 − e−x
− 1

x

)
e−x dx = γe.

54.

∫ ∞

0

(
1
2
− 1

1 + e−x

)
e−2x

x
dx =

1
2

ln
π

4
.

55.

∫ ∞

0

(
1
2
− 1

x
+

1
ex − 1

)
e−µx

x
dx = ln Γ(µ) −

(
µ − 1

2

)
ln µ + µ − 1

2
ln (2π), �{µ} > 0.

56.

∫ ∞

0

(
1
2
e−2x − 1

ex + 1

)
dx

x
= −1

2
ln π.

57.

∫ ∞

0

(
eµx − 1
1 − e−x

− µ

)
e−x

x
dx = − ln Γ(µ) − ln sin(πµ) + ln π, �{µ} < 1.

58.

∫ ∞

0

(
e−νx

1 − e−x
− e−µx

x

)
dx = ln µ − ψ(ν).

59.

∫ ∞

0

(
n

x
− e−µx

1 − e−x/n

)
e−x dx = nψ(nµ + n) − n ln n, �{µ} > 0, n = 1, 2, . . . .

60.

∫ ∞

0

(
µ − 1 − e−µx

1 − e−x

)
e−x

x
dx = ln Γ(µ + 1), �{µ} > −1.

61.

∫ ∞

0

(
νe−x − e−µx − e−(µ+ν)x

ex − 1

)
dx

x
= ln

Γ(µ + ν + 1)
Γ(µ + 1)

, �{µ} > −1, �{ν} > 0.

62.

∫ ∞

0

[
(1 − ex)−1 + x−1 − 1

]
e−xz dx = ψ(z) − ln z, �{z} > 0.

63.

∫ ∞

0

(
νe−µx − 1

µ
e−x − 1

µ

e−1 − e−µνx

1 − e−x

)
dx

x
=

1
µ

ln Γ(µν) − ν ln µ,

�{µ} > 0, �{ν} > 0.

64.

∫ ∞

0

(
n − 1

2
+

n − 1
1 − e−x

+
e(1−µ)x

1 − ex/n
+

e−nµx

1 − e−x

)
e−x dx

x
=

n − 1
2

ln 2π −
(

nµ +
1
2

)
ln n,

�{µ} > 0, n = 1, 2, . . . .
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65.

∫ ∞

0

(
nµ − n − 1

2
− n

1 − e−x
− e(1−µ)x

1 − ex/n

)
e−x

x
dx =

n−1∑
k=0

ln Γ
(

µ − k

n
+ 1
)

,

�{µ} > 0, n = 1, 2, . . . .

66.

∫ ∞

0

(
e−νx

1 − ex
− e−µνx

1 − eµx
− ex

1 − ex
+

eµx

1 − eµx

)
dx

x
= ν ln µ,

�{µ} > 0, �{ν} > 0.

67.

∫ ∞

0

[
1

ex − 1
− µe−µx

1 − e−µx
+
(

aµ − µ + 1
2

)
e−µx + (1 − aµ) e−x

]
dx

x
=

µ − 1
2

ln (2π)+
(

1
2
− aµ

)
ln µ,

�{µ} > 0.

68.

∫ ∞

0

[
e−νx

1 − e−x
− e−µνx

1 − e−µx
− (µ − 1)e−µx

1 − e−µx
− µ − 1

2
e−µx

]
dx

x
=

µ − 1
2

ln (2π)+
(

1
2
− µν

)
ln µ,

�{µ} > 0, �{ν} > 0.

69.

∫ ∞

0

[
1 − e−x − (1 − e−νx)(1 − e−µx)

1 − e−x

]
dx

x
= ln B(µ, ν),

�{µ} > 0, �{ν} > 0.

70.

∫ ∞

0

[
e−x − (1 + x)−µ

] dx

x
= ψ(µ), �{µ} > 0.

71.

∫ ∞

0

(
e−µx − 1 + µx − 1

2
µ2x2

)
xν−1 dx =

−1
ν(ν + 1)(ν + 2)µν

Γ(ν + 3),

�{µ} > 0, −2 > �{ν} > −3.

72.

∫ ∞

0

[
x−1 − 1

2
x−2(x + 2)(1 − e−x)

]
e−px dx = −1 +

(
p +

1
2

)
ln
(

1 +
1
p

)
, �{p} > 0.

73.

∫ ∞

0

xν−1e−mx(e−x − 1)n dx = Γ(ν)
n∑

k=0

(−1)k
(n

k

) 1
(n + m − k)ν

, n = 0; 1, . . . ,�{ν} > 0.

74.

∫ ∞

0

[
xν−1e−x − e−µx(1 − e−x)ν−1

]
dx = Γ(ν) − Γ(µ)

Γ(µ + ν)
, �{µ} > 0, �{ν} > 0.

75.

∫ ∞

0

xp−1

[
e−x +

n∑
k=1

(−1)k xk−1

(k − 1)!

]
dx = Γ(p), −n < p < −n + 1, n = 0, 1, . . . .
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76.

∫ ∞

0

e−νx − e−µx

xρ+1
dx =

µρ − νρ

ρ
Γ(1 − ρ), �{µ} > 0, �{ν} > 0, �{ρ} < 1.

77.

∫ ∞

0

e−µx − e−νx

x
dx = ln

ν

µ
, �{µ} > 0, �{ν} > 0.

78.

∫ ∞

0

[
(x + 1)e−x − e−x/2

] dx

x
= 1 − ln 2.

79.

∫ ∞

0

1 − e−µx

x(x + β)
dx =

1
β

[
ln (βµγe) − eβµ EI(−βµ)

]
, | arg β| < π, �{µ} > 0.

80.

∫ ∞

0

(
1

1 + x
− e−x

)
dx

x
= γe.

81.

∫ ∞

0

(
e−µx − 1

1 + ax

)
dx

x
= ln

a

µ
− γe, a > 0, �{µ} > 0.

82.

∫ ∞

0

{
e−npx − e−nqx

n
− e−mpx − e−mqx

m

}
dx

x2
= (q − p) ln

m

n
, p > 0, q > 0.

83.

∫ ∞

0

{
pe−x − 1 − e−px

x

}
dx

x
= p ln p − p, p > 0.

84.

∫ ∞

0

{(
1
2

+
1
x

)
e−x − 1

x
e−x/2

}
dx

x
=

ln 2 − 1
2

.

85.

∫ ∞

0

{
p3

6
e−x − p2

2x
+

p

x2
− 1 − e−px

x3

}
dx

x
=

p3

6
ln p − 11

36
p3, p > 0.

86.

∫ ∞

0

(
e−x − e−2x − 1

x
e−2x

)
dx

x
= 1 − ln 2.

87.

∫ ∞

0

{(
p − 1

2

)
e−x +

x + 2
2x

(
e−px − e−x/2

)} dx

x
=
(

p − 1
2

)
(ln p − 1), p > 0.

88.

∫ ∞

0

{
(p − q)e−rx +

1
mx

(e−mpx − e−mqx)
}

dx

x
= p ln p − q ln q − (p − q)

(
1 + ln

r

m

)
,

p > 0, q > 0, r > 0.
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89.

∫ ∞

0

[
(p − r)e−qx + (r − q)e−px + (q − p)e−rx

] dx

x2
= (r−q)p ln p+(p−r)q ln q+(q−p)r ln r,

p > 0, q > 0, r > 0.

90.

∫ ∞

0

{
1 − x + 2

2x
(1 − e−x)

}
e−qx dx

x
= −1 +

(
q +

1
2

)
ln

q + 1
q

, q > 0.

91.

∫ ∞

0

(
e−x − 1

x
+

1
1 + x

)
dx

x
= γe − 1.

92.

∫ ∞

0

(
e−px − 1

1 + a2x2

)
dx

x
= ln

a

p
− γe, p > 0.

93.

∫ ∞

0

{
e−xp2

2
− p

x
+

1 − e−px

x2

}
dx

x
=

p2

2
ln p − 3

4
p2, p > 0.

94.

∫ ∞

0

(1 − e−px)n e−qx

x3
dx =

1
2

n∑
k=2

(−1)k−1
(n

k

)
(q + kp)2 ln (q + kp),

n > 2, q > 0, pn + q > 0.

95.

∫ ∞

0

(1 − e−px)2e−qx dx

x2
= (2p + q) ln (2p + q) − 2(p + q) ln (p + q) + q ln q,

q > 0, 2p > −q.


