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T2.24D. Integrands of the form

√
d − x

(a − x)(b − x)(c − x)3
,
√

c − x

(a − x)(b − x)(d − x)3
,

√
b − x

(a − x)(c − x)(d − x)3
,

and
√

a − x

(b − x)(c − x)(d − x)3
, and similar expressions with cubes of one of the factors in the de-

nominator, on the intervals (y, d) and (d, y).

Notation used: α = arcsin

√
(a − c)(d − y)
(a − d)(c − y)

, β = arcsin

√
(a − c)(y − d)
(c − d)(a − y)

,

q =

√
(b − c)(a − d)
(a − c)(b − d)

, r =

√
(a − b)(c − d)
(a − c)(b − d)

.

Then

1.

∫ d

y

√
d − x

(a − x)(b − x)(c − x)3
dx =

2
b − c

√
b − d

a − c
[F (α, q) − E(α, q)], a > b > c > d > y.

2.

∫ y

d

√
x − d

(a − x)(b − x)(c − x)3
dx =

−2
b − c

√
b − d

a − c
E(β, r) +

2
b − c

√
(b − y)(y − d)
(a − y)(c − y)

,

a > b > c ≥ y > d.

3.

∫ y

d

√
b − x

(a − x)(c − x)3(x − d)
dx =

2
c − d

√
b − d

a − c
[F (β, r) − E(β, r)] +

2
c − d

√
(b − y)(y − d)
(a − y)(c − y)

,

a > b > c > y > d.

4.

∫ d

y

√
a − x

(b − x)(c − x)3(d − x)
dx =

2
√

(a − c)(b − d)
(b − c)(c − d)

E(α, q)

−a− b

b − c

2√
(a − c)(b − d)

F (α, q), a > b > c > d > y.
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5.

∫ y

d

√
a − x

(b − x)(c − x)3(x − d)
dx =

2(a − d)
(c − d)

√
(a − c)(b − d)

F (β, r) − 2

√
(a − c)(b − d)

(b − c)(c − d)
E(β, r)

+2
a − c

(b − c)(c − d)

√
(b − y)(y − d)
(a − y)(c − y)

, a > b > c > y > d.

6.

∫ d

y

√
d − x

(a − x)(b − x)3(c − x)
dx =

2
√

(a − c)(b − d)
(a − b)(b − c)

E(α, q) − 2(c − d)
(b − c)

√
(a − c)(b − d)

F (α, q)

− 2
a− b

√
(a − y)(d − y)
(b − y)(c − y)

, a > b > c > d > y.

7.

∫ y

d

√
x − d

(a − x)(b − x)3(c − x)
dx =

2
√

(a − c)(b − d)
(a − b)(b − c)

E(β, r) − 2(a − d)
(a − b)

√
(a − c)(b − d)

F (β, r)

+
2

b − c

√
(c − y)(y − d)
(a − y)(b − y)

, a > b > c ≥ y > d.

8.

∫ d

y

√
c − x

(a − x)(b − x)3(d − x)
dx =

2
a − b

√
a − c

b − d
E(α, q) − 2(b − c)

(a − b)(b − d)

√
(a − y)(d − y)
(b − y)(c − y)

a > b > c > d > y.

9.

∫ y

d

√
c − x

(a − x)(b − x)3(x − d)
dx =

2
a − b

√
a − c

b − d
[F (β, r) − E(β, r)] +

2
b − d

√
(c − y)(y − d)
(a − y)(b − y)

,

a > b > c ≥ y > d.

10.

∫ d

y

√
a − x

(b − x)3(c − x)(d − x)
dx =

2
b − c

√
a − c

b − d
[F (α, q)−E(α, q)] +

2
b − d

√
(a − y)(d − y)
(b − y)(c − y)

,

a > b > c > d > y.

11.

∫ y

d

√
a − x

(b − x)3(c − x)(x − d)
dx =

2
b − c

√
a − c

b − d
E(β, r) − 2(a − b)

(b − c)(b − d)

√
(y − d)(c − y)
(a − y)(b − y)

,

a > b > c ≥ y > d.

12.

∫ d

y

√
d − x

(a − x)3(b − x)(c − x)
dx =

2
b − a

√
b − d

a − c
E(α, q) +

2
a − b

√
(b − y)(d − y)
(a − y)(c − y)

,

a > b > c > d > y.
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13.

∫ y

d

√
x − d

(a − x)3(b − x)(c − x)
dx =

2
a − b

√
b − d

a − c
[F (β, q) − E(β, q)], a > b > c ≥ y > d.

14.

∫ d

y

√
c − x

(a − x)3(b − x)(d − x)
dx =

2(c − d)
(a − d)

√
(a − c)(b − d)

F (α, q)−2
√

(a − c)(b − d)
(a − b)(a − d)

E(α, q)

+
2(a − c)

(a − b)(a − d)

√
(b − y)(d − y)
(a − y)(c − y)

, a > b > c > d > y.

15.

∫ y

d

√
c − x

(a − x)3(b − x)(x − d)
dx =

2
√

(a − c)(b − d)
(a − b)(a − d)

E(β, r)

− 2(b − c)
(a − b)

√
(a − c)(b − d)

F (β, r), a > b > c ≥ y > d.

16.

∫ d

y

√
b − x

(a − x)3(c − x)(d − x)
dx =

2
a − d

√
b − d

a − c
[F (α, q)−E(α, q)]+

2
a − d

√
(b − y)(d − y)
(a − y)(c − y)

,

a > b > c > d > y.

17.

∫ y

d

√
b − x

(a − x)3(c − x)(x − d)
dx =

2
a − d

√
b − d

a − c
E(β, r), a > b > c ≥ y > d.


