
C4282

C4282

C4282

C4282

C4282

C4282

C4282

C4282

C4282

! For an efficient use of these tables, first read HowTo.pdf.

T3.36A. Integrands involving trigonometric functions and rational polynomials of degree k for
k = 1, 2, 3, 4, n, on the interval (0,∞).

1.

∫ ∞

0

sin(ax)
x

dx =
π

2
sgn a.

2.

∫ ∞

0

sin(ax)
x + β

dx = Ci(aβ) sin(aβ) − cos(aβ) Si(aβ), | argβ| < π, a > 0.

3.

∫ ∞

0

cos(ax)
x + β

dx = − sin(aβ) Si(aβ) − cos(aβ) Ci(aβ), | arg β| < π, a > 0.

4.

∫ ∞

0

sin(ax)
β − x

dx = sin(βa) Ci(βa) − cos(βa)[Si(βa) + π], a > 0, β not real and positive.

5.

∫ ∞

0

cos(ax)
β − x

dx = − cos(aβ) Ci(aβ) + sin(aβ)[Si(aβ) + π], a > 0, β not real and positive.

6.

∫ ∞

0

sin(ax)
β2 + x2

dx =
1
2β

[e−aβ Ei(aβ) − eaβ Ei(−aβ)], a > 0, β > 0.

7.

∫ ∞

0

cos(ax)
β2 + x2

dx =
π

2β
e−aβ , a ≥ 0, �{β} > 0.

8.

∫ ∞

0

x sin(ax)
β2 + x2

dx =
π

2
e−aβ, a > 0, �{β} > 0.

9.

∫ ∞

0

x cos(ax)
β2 + x2

dx = −1
2

[
e−aβ Ei(aβ) + eaβ Ei(−aβ)

]
, a > 0, β > 0.

10.

∫ ∞

0

sin(ax)
β2 − x2

dx =
1
β

[
sin(aβ) Ci(aβ) − cos(aβ)

(
Si(aβ) +

π

2

)]
, | argβ| < π, a > 0.
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11.

∫ ∞

0

cos(ax)
b2 − x2

dx =
π

2b
sin(ab), a > 0, b > 0.

12.

∫ ∞

0

x sin(ax)
b2 − x2

dx = −π

2
cos(ab), a > 0.

13.

∫ ∞

0

x cos(ax)
β2 + x2

dx = cos(aβ) Ci(aβ) + sin(aβ)
[
Si(aβ) +

π

2

]
, | arg{β}| < π, a > 0.

14.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

x(β2 + x2)
=

π

2β2
(1 − e−aβ), �{β} > 0, a > 0.

15.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

x(b2 − x2)
=

π

2b2
(1 − cos(ab)), a > 0.

16.

∫ ∞

0

sin(ax) cos(bx)
x(x2 + β2)

dx =

⎧⎪⎨
⎪⎩

π

2β2
e−βb sinh(aβ), 0 < a < b,

− π

2β2
e−aβ cosh(bβ) +

π

2β2
, a > b > 0.

17.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

b3 ± b2x + bx2 ± x3

= ± 1
4b

[
e−ab Ei(ab) − eab Ei(−ab) − 2 Ci(ab) sin(ab) + 2 cos(ab)

(
Si(ab) +

π

2

)]
+

πe−ab − π cos(ab)
4b

,

a > 0, b > 0; the result is the principal value if the minus sign is taken.

18.

∫ ∞

0

x2 sin(ax) dx

b3 ± b2x + bx2 ± x3

=
1
4

[
eab Ei(−ab) − e−ab Ei(ab) + 2 Ci(ab) sin(ab) − 2 cos(ab)

(
Si(ab) +

π

2

)]
±π(e−ab+cos(ab)),

a > 0, b > 0; the result is the principal value if the minus sign is taken.

19.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

b4 + x4
=

π
√

2
4b3

exp
(
− ab√

2

) (
cos

ab√
2

+ sin
ab√
2

)
, a > 0, b > 0.

20.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

b4 − x4
=

1
4b3

[
2 sin(ab) Ci(ab)−2 cos(ab)

(
Si(ab) +

π

2

)
+e−ab Ei(ab)−eab Ei(−ab)

]
,

a > 0, b > 0.

21.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

b4 − x4
=

π

4b3

[
e−ab + sin(ab)

]
, a > 0, b > 0.
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22.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

b4 + x4
=

π

2b2
exp

(
− ab√

2

)
sin

ab√
2
, a > 0, b > 0.

23.

∫ ∞

0

x sin(ax)
b4 − x4

dx =
π

4b2

[
e−ab − cos(ab)

]
, a > 0, b > 0.

24.

∫ ∞

0

x cos(ax) dx

b4 − x4
=

1
4b2

[
2 cos(ab) Ci(ab) + 2 sin(ab)

(
Si(ab) +

π

2

)

−e−ab Ei(ab) − eab Ei(−ab)
]
, a > 0, b > 0.

25.

∫ ∞

0

x2 cos(ax) dx

b4 + x4
=

π
√

2
4b

exp
(
− ab√

2

) (
cos

ab√
2
− sin

ab√
2

)
, a > 0, b > 0.

26.

∫ ∞

0

x2 sin(ax) dx

b4 − x4
=

1
4b

[
2 sin(ab) Ci(ab)

−2 cos(ab)
(
Si(ab) +

π

2

)
− e−ab Ei (ab) + eab Ei (−ab)

]
, a > 0, b > 0.

27.

∫ ∞

0

x2 cos(ax) dx

b4 − x4
=

π

4b

[
sin(ab) − e−ab

]
, a > 0, b > 0.

28.

∫ ∞

0

x3 sin(ax)
b4 + x4

dx =
π

2
exp

(
− ab√

2

)
cos

ab√
2
, a > 0, b > 0.

29.

∫ ∞

0

x3 sin(ax)
b4 − x4

dx =
−π

4
[
e−ab − cos(ab)

]
, a > 0, b > 0.

30.

∫ ∞

0

x3 cos(ax) dx

b4 − x4
=

1
4

[
2 cos(ab) Ci(ab) + 2 sin(ab)

(
Si(ab) +

π

2

)

+e−ab Ei (ab) + eab Ei(−ab)
]
, a > 0, b > 0.

31.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

(β2 + x2)(γ2 + x2)
=

π(βe−aγ − γe−aβ)
2βγ(β2 − γ2)

, a > 0, �{β} > 0, �{γ} > 0.

32.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

(β2 + x2)(γ2 + x2)
=

π(e−aβ − e−aγ)
2(γ2 − β2)

, a > 0, �{β} > 0, �{γ} > 0.

33.

∫ ∞

0

x2 cos(ax) dx

(β2 + x2)(γ2 + x2)
=

π(βe−aβ − γe−aγ)
2(β2 − γ2)

, a > 0, �{β} > 0, �{γ} > 0.
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34.

∫ ∞

0

x3 sin(ax) dx

(β2 + x2)(γ2 + x2)
=

π(β2e−aβ − γ2e−aγ)
2(β2 − γ2)

, a > 0, �{β} > 0, �{γ} > 0.

35.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

(b2 − x2)(c2 − x2)
=

π(b sin(ac) − c sin(ab))
2bc(b2 − c2)

, a > 0, b > 0, c > 0.

36.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

(b2 − x2)(c2 − x2)
=

π(cos(ab) − cos(ac))
2(b2 − c2)

, a > 0.

37.

∫ ∞

0

x2 cos(ax) dx

(b2 − x2)(c2 − x2)
=

π(c sin(ac) − b sin(ab))
2(b2 − c2)

, a > 0, b > 0, c > 0.

38.

∫ ∞

0

x3 sin(ax) dx

(b2 − x2)(c2 − x2)
=

π(b2 cos(ab) − c2 cos(ac))
2(b2 − c2)

, a > 0, b > 0, c > 0.

39.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

(b2 + x2)2
=

π

4b3
(1 + ab) e−ab, a > 0, b > 0.

40.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

(b2 + x2)2
=

π

4b
a e−ab, a > 0, b > 0.

41.

∫ ∞

0

cos(px)
1 − x2

(1 + x2)2
dx =

πp

2
e−p.

42.

∫ ∞

0

x3 sin(ax) dx

(b2 + x2)2
=

π

4
(2 − ab) e−ab, a > 0, b > 0.

43.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

(x2 + b2)2 + c2
=

π

2c

e−aA [B cos(aB) + A sin(aB)]√
b4 + c2

, a > 0, b > 0, c > 0,

where 2A2 =
√

b4 + c2 + b2, 2B2 =
√

b4 + c2 − b2.

44.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

(x2 + b2)2 + c2
=

π

2c
e−aA sin(aB), a > 0, b > 0, c > 0,

where 2A2 =
√

b4 + c2 + b2, 2B2 =
√

b4 + c2 − b2.

45.

∫ ∞

0

(x2 + b2) cos(ax) dx

(x2 + b2)2 + c2
=

π

2
e−aA [A cos(aB) − B sin(aB)]√

b4 + c2
, a > 0, b > 0, c > 0,

where 2A2 =
√

b4 + c2 + b2, 2B2 =
√

b4 + c2 − b2.
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46.

∫ ∞

0

x(x2 + b2) sin(ax) dx

(x2 + b2)2 + c2
=

π

2
e−aA cos(aB), a > 0, b > 0, c > 0,

where 2A2 =
√

b4 + c2 + b2, 2B2 =
√

b4 + c2 − b2.

47.

∫ ∞

0

[
1

β2 + (γ − x)2
− 1

β2 + (γ + x)2

]
sin(ax) dx =

π

β
e−aβ sin(aγ),

a > 0, �{β} > 0, γ + iβ is not real.

48.

∫ ∞

0

[
1

β2 + (γ − x)2
+

1
β2 + (γ + x)2

]
cos(ax) dx =

π

β
e−aβ cos(aγ),

a > 0, |�{γ}| < �{β}.

49.

∫ ∞

0

[
γ + x

β2 + (γ + x)2
− γ − x

β2 + (γ − x)2

]
sin(ax) dx = πe−aβ cos(aγ),

a > 0, �{β} > 0, γ + iβ is not real.

50.

∫ ∞

0

[
γ + x

β2 + (γ + x)2
+

γ − x

β2 + (γ − x)2

]
cos(ax) dx = πe−aβ sin(aγ),

a > 0, |�{a}| < �{β}.

51.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

x4 + 2b2x2 cos 2t + b4
=

π

2b3
exp(−ab cos t)

sin(t + ab sin t)
sin 2t

,

a > 0, b > 0, |t| <
π

2
.

52.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

x4 + 2b2x2 cos 2t + b4
=

π

2b2
exp(−ab cos t)

sin(ab sin t)
sin 2t

,

a > 0, b > 0, |t| <
π

2
.

53.

∫ ∞

0

x2 cos(ax) dx

x4 + 2b2x2 cos 2t + b4
=

π

2b
exp(−ab cos t)

sin(t − ab sin t)
sin 2t

,

a > 0, b > 0, |t| <
π

2
.

54.

∫ ∞

0

x3 sin(ax) dx

x4 + 2b2x2 cos 2t + b4
=

π

2
exp(−ab cos t)

sin(2t − ab sin t)
sin 2t

,

a > 0, b > 0, |t| <
π

2
.
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55.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

x(x4 + 2b2x2 cos 2t + b4)
=

π

2b4

[
1 − exp(−ab cos t)

sin(2t + ab sin t)
sin 2t

]
,

a > 0, b > 0, |t| <
π

2
.

56.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

x(b4 + x4)
=

π

2b4

[
1 − exp

(
− ab√

2

)
cos

ab√
2

]
, a > 0, b > 0.

57.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

x(b4 − x4)
=

π

4b4

[
2 − e−ab − cos(ab)

]
, a > 0, b > 0.

58.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

x(b2 + x2)2
=

π

2b4

[
1 − 1

2
(2 + ab) e−ab

]
, a > 0, b > 0.

59.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

(b2 + x2)(b4 − x4)
=

π

8b5

[
sin(ab) + (2 + ab) e−ab

]
, a > 0, b > 0.

60.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

(b2 + x2)(b4 − x4)
=

π

8b4

[
(1 + ab) e−ab − cos(ab)

]
, a > 0, b > 0.

61.

∫ ∞

0

x2 cos(ax) dx

(b2 + x2)(b4 − x4)
=

π

8b3

[
sin(ab) − ab e−ab

]
, a > 0, b > 0.

62.

∫ ∞

0

x3 sin(ax) dx

(b2 + x2)(b4 − x4)
=

π

8b2

[
(1 − ab) e−ab − cos(ab)

]
, a > 0, b > 0.

63.

∫ ∞

0

x3 sin(ax) dx

(b2 + x2)(b4 − x4)
=

π

8b2

[
(1 − ab) e−ab − cos(ab)

]
, a > 0, b > 0.

64.

∫ ∞

0

x4 cos(ax) dx

(b2 + x2)(b4 − x4)
=

π

8b

[
sin(ab) + (ab − 2) e−ab

]
, a > 0, b > 0.

65.

∫ ∞

0

x5 sin(ax) dx

(b2 + x2)(b4 − x4)
=

π

8
[
(ab − 3) e−ab − cos(ab)

]
, a > 0, b > 0.
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66.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

(b2 + x2)n
=

πe−ab

(2b)2n−1(n − 1)!

n−1∑
k=0

(2n − k − 2)!(2ab)k

k!(n − k − 1)!

=
(−1)n−1π

b2n−1(n − 1)!

[
dn−1

dpn−1

(
e−ab√p√

p

)]
p=1

=
(−1)n−1π

2b2n−1(n − 1)!

[
dn−1

dpn−1

e−abp

(1 + p)n

]
p=1

, a > 0, b > 0.

67.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

(x2 + β2)n+1
=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

πae−aβ

22nn!β2n−1

n−1∑
k=0

(2n − k − 2)!(2aβ)k

k!(n − k − 1)!
, n �= 0,

π

2
e−αβ, n = 0,

a > 0, �{β} > 0.

68.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

x(β2 + x2)n+1
=

π

2β2n+2

[
1 − e−aβ

2nn!
Fn(aβ)

]
,

a > 0, �{β} > 0, F0(z) = 1, F1(z) = z + 2, . . . , Fn(z) = (z + 2n)Fn−1(z) − zF ′
n−1(z).

69.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

(b2 + x2)3
=

πa

16b3
(1 + ab) e−ab, a > 0, b > 0.

70.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

(b2 + x2)4
=

πa

96b5
(3 + 3ab + a2b2) e−ab, a > 0, b > 0.

71.

∫ ∞

0

xm−1 sin(ax)
x2n + β2n

dx = −πβm−2n

2n

n∑
k=1

exp
[
−aβ sin

(2k − 1)π
2n

]

× cos
{

(2k − 1)mπ

2n
+ aβ cos

(2k − 1)π
2n

}
,

m even; a > 0, | argβ| <
π

2n
, 0 < m ≤ 2n.

72.

∫ ∞

0

xm−1 cos(ax)
x2n + β2n

dx =
πβm−2n

2n

n∑
k=1

exp
[
−aβ sin

(2k − 1)π
2n

]

× sin
{

(2k − 1)mπ

2n
+ aβ cos

(2k − 1)π
2n

}
,

m odd; a > 0, | arg β| <
π

2n
, 0 < m < 2n + 1.
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73.

∫ ∞

0

sin(ax) dx

x(x2 + 22)(x2 + 42) . . . (x2 + 4n2)

=
π(−1)n

(2n)!22n+1

[
2

n−1∑
k=0

(−1)k

(
2n

k

)
e2(k−n)a + (−1)n

(
2n

n

)]
, a > 0, n ≥ 0.

74.

∫ ∞

0

cos(ax) dx

(x2 + 12)(x2 + 32) . . . [x2 + (2n + 1)2]

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(−1)n

(2n + 1)!
π

22n+1

n∑
k=0

(−1)k

(
2n + 1

k

)
e(2k−2n−1)a, a ≥ 0, n ≥ 0,

π2−2n−1

(2n + 1)(n!)2
, a = 0, n ≥ 0.

75.

∫ ∞

0

x sin(ax) dx

(x2 + 12)(x2 + 32) . . . [x2 + (2n + 1)2]

=
π(−1)n

(2n + 1)!22n+1

n∑
k=0

(−1)k

(
2n + 1

k

)
(2n − 2k + 1) e(2k−2n−1)a, a > 0, n ≥ 0.

76.

∫ ∞

0

cos ax dx

(x2 + 22)(x2 + 42) . . . (x2 + 4n2)

=
π21−2n

(2n)!

n∑
k=1

(−1)kk

(
2n

n − k

)
e−2ak, n ≥ 1, a ≥ 0.

77.

∫ ∞

0

sin(ax) sin(bx)
x

dx =
1
4

ln
(

a + b

a − b

)2

, a > 0, b > 0, a �= b.

78.

∫ ∞

0

sin(ax) cos(bx)
x

dx =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

π

2
, a > b ≥ 0,

π

4
, a = b > 0,

0, b > a ≥ 0.

79.

∫ ∞

0

sin(ax) sin(bx)
x2

dx =

⎧⎪⎨
⎪⎩

aπ

2
, 0 < a ≤ b,

bπ

2
, 0 < b ≤ a.
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80.

∫ ∞

0

sin(ax) sin(bx)
β2 + x2

dx =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

π

4β

(
e−|a−b|β − e−(a+b)β

)
, a > 0, b > 0, �{β} > 0,

π

2β
e−αβ sinh(bβ), β > 0, a ≥ b ≥ 0,

π

2β
e−αβ sinh(aβ), β > 0, b ≥ a ≥ 0.

81.

∫ ∞

0

sin(ax) cos(bx)
β2 + x2

dx =
1
4β

e−aβ{ebβ Ei[β(a − b)] + e−bβ Ei[β(a + b)]}

− 1
4β

eaβ{ebβ Ei[−β(a + b)] + e−bβ Ei[β(b − a)]}.

82.

∫ ∞

0

cos(ax) cos(bx)
β2 + x2

dx =
π

4β
[e−|a−b|β + e−(a+b)β], a > 0, b > 0, �{β} > 0.

83.

∫ ∞

0

x cos(ax) cos(bx)
β2 + x2

dx =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−1
4
eaβ{ebβ Ei[−β(a + b)] + e−bβ Ei[β(b − a)]}

−1
4
e−aβ{ebβ Ei[β(a − b)] + e−bβ Ei[β(a + b)]}, a �= b,

∞, a = b.

84.

∫ ∞

0

x sin(ax) cos(bx)
x2 + β2

dx =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

π

2
e−aβ cosh(bβ), 0 < b < a,

π

4
e−2aβ , 0 < b = a,

−π

2
e−bβ sinh(aβ), 0 < a < b.

85.

∫ ∞

0

sin(ax) sin(bx)
p2 − x2

dx =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− π

2p
cos(ap) sin(bp), a > b > 0,

− π

4p
sin(2ap), a = b > 0,

− π

2p
sin(ap) cos(bp), b > a > 0.

86.

∫ ∞

0

sin(ax) cos(bx)
p2 − x2

xdx =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

−π

2
cos(ap) cos(bp), a > b > 0,

−π

4
cos(2ap), a = b > 0,

π

2
sin(ap) sin(bp), b > a > 0.
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87.

∫ ∞

0

cos(ax) cos(bx)
p2 − x2

dx =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

π

2p
sin(ap) cos(bp), a > b > 0,

π

4p
sin(2ap), a = b > 0,

π

2p
cos(ap) sin(bp), b > a > 0.

88.

∫ ∞

0

sin(ax)
sin(bx)

· dx

x2 + β2
=

π

2β
· sinh(aβ)

sinh(bβ)
, 0 < a < b, �{β} > 0.

89.

∫ ∞

0

sin(ax)
cos(bx)

· xdx

x2 + β2
= −π

2
· sinh(aβ)
cosh(bβ)

, 0 < a < b, �{β} > 0.

90.

∫ ∞

0

cos(ax)
sin(bx)

· xdx

x2 + β2
=

π

2
· cosh(aβ)

sinh(bβ)
, 0 < a < b, �{β} > 0.

91.

∫ ∞

0

cos(ax)
cos(bx)

· dx

x2 + β2
=

π

2β
· cosh(aβ)
cosh(bβ)

, 0 < a < b, �{β} > 0.

92. p.v.
∫ ∞

0

sin(ax)
sin x

· dx

b2 − x2
=

{
0, 0 ≤ a ≤ 1,
π

b
sin(a − 1)b, 1 ≤ a ≤ 2,

b real, b/π not integer.

93.

∫ ∞

0

sin(ax)
cos(bx)

· dx

x(x2 + β2)
=

π

2β2
· sinh(aβ)
cosh(bβ)

, 0 < a < b, �{β} > 0.

94.

∫ ∞

0

sin(ax)
cos(bx)

· dx

x(c2 − x2)
= 0, 0 < a < b, c > 0.

95.

∫ ∞

0

dx

xn+1

n∏
k=0

sin(akx) =
π

2

n∏
k=1

ak, a0 >

n∑
k=1

ak, ak > 0.

96.

∫ ∞

0

sin(ax)
xn+1

dx

n∏
k=1

sin(akx)
m∏

j=1

cos(bjx) =
π

2

n∏
k=1

ak , a >

n∑
k=1

|ak| +
m∑

j=1

|bj|.

97.

∫ ∞

0

xdx

(x2 + b2) sin(ax)
=

π

2 sinh(ab)
, b > 0.

98.

∫ ∞

0

tanax
dx

x
=

π

2
, a > 0.



C4282

C4282

C4282

C4282

C4282

C4282

C4282

C4282

C4282
T3.36A. 11

99.

∫ ∞

0

1
(x + c2/a2)2 + b2

sin
u

(
x + c2/a2

)
a
√

x
dx =

π

b
e−α1u sin (α2u) , a, c > 0, b, u ≥ 0, and

α1,2 =
b

c

√
∓1 +

√
1 + b2a4/c4

2 (1 + b2a4/c4)
.

100.

∫ ∞

0

x tan(ax) dx

x2 + b2
=

π

e2ab + 1
, a > 0, b > 0.

101.

∫ ∞

0

x cot(ax) dx

x2 + b2
=

π

e2ab − 1
, a > 0, b > 0.

102.

∫ ∞

0

x tan(ax) dx

b2 − x2
=

∫ ∞

0

x cot(ax) dx

b2 − x2
=

∫ ∞

0

x csc(ax) dx

b2 − x2
= ∞.


